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1) Risolvereil seguente sistema lineare
i3x+y-z=1
}_-4x-2y- z=0
tox+z=-2

con il metodo di Cramer e confrontare che la soluzione trovata € esatta utilizzando il metodo della
matrice inversa.

Metodo di Cramer

Occorre, in primo luogo, veificare s il sgema dato, essendo quadrato (il numero delle equazioni €
ugude a numero ddle incognite), € 0 meno risolubile secondo Cramer, cioe s e soddidfatta 0 meno la
condizione necessria e sufficente impoda da Teorema di Cramer, secondo cui un Sstema quadrato
ammette una ed una ola vluzione s e lo il deteminante ddla matrice de coefficienti associaa d
Sgema assegnao é diverso da zero. Ne caso specifico, quindi, risultar

X y
e3 1 -1s 3 1 -
A=S-4 -2 -1 P detA=|-4 -2 -1=-6-2+0-4+0+4=-810 b D=detA=-8
2 0 1p 2 0

Poiché, il determinante ddla matrice dei coefficienti ddle incognite dd sstema e diverso da zero, ne
segue che il sstema dato, secondo il Teorema di Cramer, anmette una ed una ola soluzione ricavabile
ddle ben note formule di Cramer. Precisamente risulta

avendo indicato con:

D il determinate ddlameatrice de coefficienti ddleincognite dd Ssema, ovwveroil detA;

Dx il deerminae ddla matrice ottenuta da A sodtituendo la colonna de codfficienti ddla x ocon la
colonnadea termini noti;

Dy il determinate dela matrice oftenuta da A sodituendo la colonna de coefficenti della y ocon la
colonnada termini noti;

D, il deerminate ddla matrice ottenuta da A sodituendo la colonna de codfficienti ddla z con la
colonnada termini noti.

Maadlorassgue
N
&3 1 -16 1 i/
A=S-4 -2 -1 P D,=[0 -2 -1=-2+2-0+4+0-0=4 P D, =4
2 0 1p -2 0
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X v X N
&3 fl—ld 3 1 -
A=$-4 -2 -1 P D,=|-4 0 -1=0-2-8+0-6+4=-12 b D, =-12
éz 0 1g 2 -2
X 'y z X N
®3 1 -15 3 1 1
A=S-4 -2 -1 P D,=-4 -2 (=12+0-0+4-0-8=8 b D,=8
éz 0 1g 2 0 -
Quindi s ha
@ D, D,6_x4 -12 86 &1 3 6
(X1y1z)_ 1 1 = C A~y oy = -_!_a-1+
SD'D'Dy &8 -8'-85 & 2'2 3

Metodo ddlla matrice inversa
Poiché, per quanto visto precedentemente, risulta detA = D= -8 1 0, segue che la matrice A anmette
I'inversa A" che occorre ora determinare con uno dei due metodi ben noti:

&3 1 -16
A=S-4 -2 -1
2 0 15
Cdcoliamo I'inversadi A utilizzando il metodo dei complementi dgebridl, ovwwero lardazione
At=_L1 K)
detA .
Dobbiamo quindi scrivere, in primo luogo, lameatrice dei complementi dgetricl A . Risulta
-2 - -4 - -4 -2
C =+ 0 ]:l—-z, C,=- 5 :L"_Z’ Cy=+ 2 J:4;
c—l_-l c,=+. |=5 c-31-2
21 - ! 2 — 23 2 0_ ’
1 - 3 - 3
N -1':'3’ ! -jﬂ’ e ! -j:_z
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dacui segue
®e2 2 46 e2 -1 -306
A=¢1 5 2. p (A)=g2 5 7
é-s 7 -24 §4 2 -24
Pertanto:
el 1 36 el 1
¢4 g 87 ¢ 4 g 8
22 -1 -3 ¢ 4+ 8 8. ¢4 8 8
AI:L%A*)T:ixC' 2 5 7::9-1 .2 Z‘ b at=¢.1 _3 Z‘
detA —8§ ¢4 8 87 ¢ 4 8 87
IR U R ¢1.1 1l
gz 4 4g §2 4 4g
Dunque:
el 1 30 el 30
¢2 8 8l 27077
&0 ¢ welo &0 ¢ :
X=AN b Qy::(}-l .2 -ng 0° b Qy::‘}-l-0+z*
§_94 8 8*§2; §;<;4 4=
Zg G & 24 Zgz G +
g_l _l 1: g_l+0_lz
2 4 4y 2 29
cioe
e 16
g .
&0 ¢ 2.
yi=¢ 3+
é T ¢ 2%
Zg G_ 1:
Dungue lasoluziore trovata, operando Sa con Cramer che con lamatrice inversa, € lamedesma
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2) Risolvereil seguente sistema lineare

12x+3y-4z=1

bax+6y- 82=2

1x+y+8z=10
Occorre, in primo luogo, veificare s il Ssema dato, essendo quadrato (il numero delle equazioni €
ugude a numero dele incognite), € o meno risolubile secondo Cramer, cioé se € soddisfaita o meno la
condizione necessaria e sufficiente impogta dd Teorema di Cramer, secondo cui un Ssema quadrato
ammette una ed una sola soluzione s e s0lo il determinante della metrice del coefficienti associata d
sSstema assegnato e diverso da zero. Nel caso specifico, quindi, risulta:

a@ 3 40 2 3 -
= 6 - 8 p detA=4 6 -8=96- 24- 16+24+16- %B=0 P D=detA=0
él 5 1 1

Poiché, il de:ermlnante dela matrice da coefficienti ddle incognite dd Sgema e ugude a zero, ne
segue che il sigema dato non € risolubile utilizzando il Teorema di Cramer, motivo per cui bisogna
andare a controllare s ammette soluzioni in base d Teorema di Rouché-Capdli, ovwero = il
rango della matrice incompleta e uguae d rango della matrice completa. Risulta, pertanto:
a@ 3 -40
6 -8 p 0<r(A)£3 P daA=D=0 P r(A)1 3

A

Poiché
2 - 4
3=12-12:O; 3 =-24+24=0; 6:4-@:-21 0
4 6 6 - 11
neseguechee
rA) =2

In quanto esste un minore del secondo ordine, etraibile da A, diverso da zero.
Occorre ora controllare il rango ddlla metrice completa, ottenuta dalla metrice A con I'aggiunta ddla
colonnade termini noti:

@2 3 -4 16
AN=$4 6 -8 2. b O<r(AN)£3
§1 1 8 104

Utilizzando il Teoremadegli Orldi, s ha
4 6
=4-6=-210 b r(AN)3 2
1 1
per cui occorre andare a cacolare adesso i suoi minori orlati.
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Precisamente:
2 3 - 2 3 1
M'=detA=|4 6 -8=0; M"=[4 6 2/=120+6+4-6-4-120=0
1 1 8§ 1 1 1
Poiché entrambi i minori orlati del terzo ordine sono nulli, ne segue proprio che:
r(AN) =2
cioe

r(A=r(AN)=r=2
oweo e soddidata la condizione necessria e auUfficente di risolubilita di un Sgema impoda dd
Teoremadi Rouché-Capdli. Dunque il 9stema dato ammette soluzioni.
Poiché, indltre, il numero ddle incognite dd sgema € n = 3 (le incognite che figurano nd Sstema sono
proprio X, y € 2) e riqulta n > r, segue che il Sdema ammette ¥ "' =¥*2=¥! gluzioni, doe le
soluzioni del Sstema dipendono da un unico parametro.
Poichéil minore diverso da zero:

4 6
11

e codituito da coefficienti ddle incognite x ed y che figurano ndla seconda e ndla terza eguazione, il
ssema dato € equivdente d seguente:

‘=4- 6=-210

14x+6y- 8=2

%x+ y+8z=10
Indltre, poiché nd minore non nullo consderao sono dai coinvolti esdusvamente i coeffidenti dela
x eddla y, e non qudli ddla z bisogna consderare come parametro proprio I'incognita trascurata, cioé
laz Ne segue, quindi, posto z =t parametro rede

14x+6y=2+8t

{x+y =10-&
che ora, avendo la matrice da coefficienti diversa da zero, S puo risolvere o con uno de metodi
cassci, oppure con le regole di Cramer. Ne segue:

4 g
=4-6=-210 P D=-2
1 1
2+8t 6
D, = =2+8t- 6(10- 8t)=2+8t- 60+48t=56t-58 P D, =56t- 58
10- 8t 1
4 2+8t
D = =4(10- 8t)- (2 +8t) =40 -32t- 2- & =-40t+38 b D, =-40t+38
y“l1 10- 8t ’
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dacui g ricavax
ab, D, 0_abbt- 58 -40t +380
(X y) gy _g _ ] _ 0
go D 2 2 5
soluzione dd Ssema equivaente a quello asssgnato.
Dunque lasoluzione dd sgemadeato sya
(x,y,z)=(- 28 +29,20t - 19,t)

= (- 28t+29,20t - 19)

con t parametro regle (tT R).

3) Risolvereil seguente sstema lineare

iX-3y+z-6w=0

I x+3y-32 -6w =0

13x+2y- z- 3w=6
Occorre, in primo luogo, ossarvare che il Sdema dato € rettangolare (il numero ddle equazioni €
diverso dd numero dele incognite): & infatti, 3" 4 (3 equazioni e 4 incognite). Bisogna dlora andare a
controllare s anmette soluzioni in base d Teorema di Rouché-Capdli, ovwwero s il rango dela
matrice incompleta e ugude d rango dela matrice completa. Risulta, pertanto:

@ -3 1 -60
A=%1 3 -3 -6. b O<r(A)£3

& 2 -1 -3

Utilizzando il Teoremadegli Orldi, 9 ha
1 -
‘1 j:3+3:610 P r(A)22

per cui occorre andare acacolare adesso | suoi minori orlati.

Precisamente:
1 -3 1
M=|1 3 -3=-3+27+2-9+6-3=2010 b r(A):3
3 2 -

poiché esiste un minore orlato dd terzo ordine diverso da zero.
Congderiamo adesso la matrice completa ottenuta da A aggiungendo ad la colonna da termini
noti:
aé -3 1 -6 00
0. P O<r(AN)E3

és 2 -1 -3 6y
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Occorre determinare orail rango di AN. S pud subito affermare che @
r(AN) =3

in quanto € sempre posshile utilizzare il Teorema degli Orlat: in base infatti, dle congderazioni
effettuate per la marice A, ne sgue che anche in AN esise un minore dd terzo ordine, orlaio del
minore del secondo ordine condderato a priori, diverso da zero, precisamente M' . Dunque

r(A)=r(AN)=r=3
oweao e soddiddta la condizione necessria e suffidente di risolubilita di un sstema imposta dd
Teoremadi Rouché-Capdli. Ne segue cheil Sstema dato ammette soluzioni.
Poiché, indltre, il numero ddle incognite dd sgema & n = 4 (le incognite che figurano nd Sstema sono
proprio X, y, ze w) e risulta n > r, segue che il Ssema ammette ¥ "' =¥ 43 =¥! gluzioni, cice le
oluzioni del sistema dipendono da un unico parametro.
Poichéil minore diverso da zero:

1 -3
M'=[1 3 -3=-3+27+2-9+6- 3=201 0
3 2 -

e codituito da coefficienti delle incognite X, y e z che figurano nelle tre equazioni, il Ssema dato €
equivaente d seguente:
iX-3y+z-6w=0
lx+3y -3z -6w =0
13x+2y- z- 3W=6
OVVEro a se sess.
Indltre, poiché nd minore non nullo consderaio sono dati coinvolti esdusvamente i coeffidenti dela

X, ddla 'y e ddla z e non qudli ddla w, bisogna condderare come parametro proprio I'incognita
trascurata, cioe law. Ne segue, quindi, posto w = t parametro rede:

iX-3y+z=6t

:' X+3y- 3z=6t

{3x+2y-z=6+3
che ora, avendo la matrice da coefficienti diversa da zero, 9 puo risolvere o con uno de metodi
classci, oppure con leregole di Cramer. Ne segue:

1 -3

1 3 -3=-3+27+2-9+6-3=2010 P D=20

3 2 -
6t -3 1

D,=| 6t 3 -3=-18t+9(6+ 3t)+12t- g3(6+3t)- 36t+18ty=
6+3t 2 -

=-18+ 54+ 27t +12t - 18- X +36t- 18t=30t+36 P D, =30+ 36
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1 6t 1
D,=[L 6t -3=-6t-54t+6+3-18+18+%+6t=-60t+24 b D, =-60t+24
3 6+3t -1
1 -3 6t
D,=|1 3 6t |[=18+0Ot- 54t+12t- 54t- 12t+18+%=-90t+36 b D,=-Nt+3H
3 2 6+3
dacui g ricava
(%y,2)= aD, D, D,0_a80i+36 - 60(+24 - 90+ 366 _2ad5 +18 - 30t+12 -45(+180
VI e D Dy &€ 20 7 2 ' 20 5 & 10 10 ' 10 p

soluzione dd Ssema equivaente a quello asssgnato.
Dunque lasoluzione dd sgemadeato sya

gd50 +18 -30+12 - 45t+18 |0
& 10 ' 10 10 g

(% y,z,w) =

con t parametro redle (tT R).

4) Sudiare la seguente funzione polinomiale
y=2X+3%X-2x-3

CAMPO DI ESISTENZA
Poiché g trattadi unafunzione polinomide, risulta

CE.={xT R:-¥ <x<+¥}
Lafunzione non haagntati verticdi!!!

INTERSEZIONI CON GLI ASS|

Poiché 9 e in presenza di un polinomio di quarto grado, occorre, in primo luogo, vedere se € posshile
scomporlo nd prodotto di polinomi di primo o di secondo grado, dtraverso la Regola di Ruffini. |
divisori del termine noto, ovvero 3, sono esattamente 1, +3, essendo 3 un numero primo. Ma dlora s
ha

P(x)=2x*+3x*- 2x- 3

dacui, procedendo per tentetivi, risulta

P(x=+1)= 2x°+ 3:¢*- 2X- 3=2+3- 2- 3=0

cioéper x=+1 il pdinomio 9 annulla. Quindi 9 ottiene il seguente prospetto:

2 3 -21-3
+1 2 5| +3
2 5 3|
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Pertanto il polinomio P(X) S pud scrivere anche nel seguente modo:
P(x)=2x"+3x - 2x- 3= (x- 1)(2x*+5x +3)
Inoltre e possibile scomporreil polinomio di secondo grado:

Q(x) =2x* +5x +3
utilizzardo laformularisolutivar

. = -5:4/25-24 _ -541_-5+1 =512 8 gy o5
| 4 4 4 4 2 4
Quindi risultax

Q(X) =2¢ +5x+3=X +§9(x +1)
o
dacui:
P(x)=2x*+3xX - 2x- 3=(x- 1)(2x2 +5X+3) =(x- 1)g§(+gg(x+1)
)

Risulta ora possbile determinare le intersezioni ddlla funzione con gli cartesani:

Y x=0 =0 .. . .
:, 3 2 b i|x b A=(0-3) eil punto.dl mters?lone
Ty=2X+3x%- 2x- 3 N:-:% dllafunzione con I asse'y
sodituendo, iny, d
posto dellax il vaore O
iy=0
Ly=0 1y=0 _hx 1=0
i P 36 P if 3 p
10=2x+3x%- 2x- 3 I(x-l)§<+—+(x+1)=0 ‘|I x+>=0
29
| I
TTX+1 0
1y=0
| —
ja=t ®3 6 ono i punti di intersezione
P 3 P B=(10);C=¢=,02D=(-1,0 _
i%=->=-15 g 2 g dellafunzione con I'ase x
.
X =-1
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SEGNO DELLA FUNZIONE
Risulta

ix-1>0
36 3

y>0 b 2¢+3¥-2x-3>0 b (x-1)§ex+5;(x+1)>o p ,'x+§>0 p

a |
Tx+1>0

i x>1
b 1|"x>-g

.I. 2

fx>-1
Dungues ha

y>0 pe -g<x<-1,x>1

LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA
limy= Iim(2x3+3x2- 2x- 3): Iim(2x3)=+¥
X® +¥ X® +¥ X® +¥
limy= |im(2X3+3X2- 2X- 3): |im(2x3):- ¥
X® - ¥ x® - ¥ X® - ¥

Lafunzione non haagntoti orizzontdi!!!

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA
Risulta

P lim y =+¥

X® +¥

P limy=-¥

X® - ¥

D(2x° +3x - 2x- 3) =6 +6x- 2 dividendo per 2

dacui segue

y'>0 b 6x*+6x-2>0 P~ 3x*+3x-1>0
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Troviamo, in primo luogo, le soluzioni ddl’eguazione asxocida a tde disequazione utilizzando la
formularisolutiva

“v2=-31N6/9+12=-316\/2_1 5 X1=-3-6\/Z@1’26 od 2=_3+JZ@0,26
dacui:
3X?+3x-1>0 b x<_3_\/2_l ed x>_3+\/2_1
6 6
-3-421 -3+421
6 6
++++ | oo ++++++
Crescerza Crescenza
M m
Dungue lafunzione haun messmoin x =— 3-6J2—1 ed tnminmoin X:LESM.
In particolare:
.3 .2 L
_3- ® 3- 6 &3- o @3- o}
X = 3 \/Z p y=2 3 \/E.i +3 3 ﬁi-Z 3 ﬁ1-3(@),28
6 : £ 6 5 & 6 5
. 2 )
N L 23+/210 @ 3+4210 & 3+210

3
=2 ++3 + -2 +- 3@ 3,28
LA B i B O

Ne segue, quindi, che:
M (- 1,26;0,28) éil puntodi Massimo

m(0,26;- 3,28) &il puntodi minimo

Prof.ssa Daniela T ondini



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI TERAMO
FACOLTA DI SCIENZE POLITICHE

CORSO DI LAUREA IN ECONOMIA BANCARIA FINANZIARIA ED ASSICURATIVA

IL GRAFICO

| Parziale- Compito A
02/05/2006
A.A. 2005 —-2006

Prof.ssa Daniela T ondini



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI TERAMO

FACOLTA DI SCIENZE POLITICHE
CORSO DI LAUREA IN ECONOMIA BANCARIA FINANZIARIA ED ASSICURATIVA

| Parziale- Compito A
02/05/2006
A.A. 2005 —-2006

5) Studiare la seguente funzione razionde fretta
2% - 3

Yo 2x+2

CAMPO DI ESISTENZA
Poiché g trattadi unafunzione razionde fratta, risulta:

C.E.:{XT R:x*- 2x+21 O}
Occorre, pertanto, trovare le soluzioni dell’ equazione associaa atde disuguaglianza. Risulta:
x2-2x+2=0 b x,=+1xJ1- 2=1xJ-1

motivo per cui, essendo D < 0, I'equazione non € ma soddidfatta, ovvero la disuguaglianza € sempre
soddisfatta. Ne segue, cioe:

CE.={xT R:-¥ <x<+¥}
Lafunzione non haaantoti verticdil!!

INTERSEZIONI CON GLI ASS|

Risulta
1x=0 jx=0 36 &il punto di intersezione
! ! _a& _3oel i i
-I-yzﬂ P !.y:-E:_1,5 P A_?’ 2 5 ddlafunzioneconl'asse y
t X2 - 2X+2 t 2
iy=0 iy=0 .
" 2x°- 3 b Iy223 b {770 P
.|.0= 2X - -I-—ZX - =0 !|‘2X2-3:0
f X“-2X+2 fx - 2X+2

y:O y:O y:O

i I |
: : :
P 11 b i e i
ixlz:i E:il,22 i><1=-\/§=-1,22 ix2:+\/§=+1,22
. 2 I 2 | 2

c =& [3 ;% onoi punti diintersezione
_g 2’ dellafunzione con I'asse x
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SEGNO DELLA FUNZIONE
Risulta
2_ ‘22_3>0 i _ E g
X2 - 2X+2 Fx°-2x+2>0

¥ sempre (D<0)

Dunque:

/3 /3
>0 per X<-,[=, X>+,[=
y p 5 5

LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA
& 2x*-3 0 a2x® 6

. = 1; - = T = . _;=2 p . :2
Y e oxr2y S amYy
coelarettadi equazione y =2 €un asntoto orizzontae per lafunzione:

AO.:y=2
STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA
Risulta
2 .. 2 2

2 2¢-3 6_ (4x){x* - 2x+ 2) - (2x°- 3){ x- 2) _

Ex°- 2x+2 (xz- 2x+2)2
4 - 8X°+8x- X+ 4X+6x- 6 _ - 4x° +14x- 6

(x2 - 2x+2)2 (x2 - 2x+ 2)2
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dacui segue
. . }-4x% +14x- 6>0 14x% - 14x+6 <0
y'>0 b 4XZLA'X26>0 b ? , b F ,
(x*- 2x+2) i(x2 - 2x+2)" >0 i(X* - 2x+2)">0
Poiché risulta

_ +7 +4/49- 24 _ 7 +4f25 _745

-4x° +14x- 6=0 P 4X¢-14x+6=0 b X,

4 4 4
b ox=12=1 o x,="=3
4 2 4
segue
}4x2- 14x+6<0 11
y>0 b 1 A P
(3 - 2x+2) >0 § sempre (€ un quadrato)

Crescenza

m M

Dunquelafunzione haun minimo in X:% edunmassmoin x =3.
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In particolares ha
.2
. 2%2 -3
XxX=— b y= > g =-2
2 &l alo
—= - 2¢c==x*2
&2y “&2p
2(3)°- 3
x=3 P y= =3

(3)*-2(3)+2
Ne segue, quindi, che:

m%;-Zg &il purto di minimo
9

M (3;3) eil puntodi Massimo

Osservazione
La funzione interseca |'asintoto orizzontde. Possamo cdcolare il punto di intersezione tra la funzione
assegnata e laretta y = 2 risolvendo il seguente Ssema:

: 2x?- 3

y = 2%%- 3 (essendo ugudi i primi membri ddlle due
: 2_ b _en Y = b .. . .
17 x%- 2x+2 - oxtD equazioni del sstemadovranno necessariamente
ty=2 essere ugudi anche i secondi membri)
%2 2x?- 3)- 2(x*- 2x+2 %2 _ 3. %2 +4x - 4
p 23 5.0 b ( )2 ( )=0 p X324,
X“- 2X+2 X7 - 2x+2 X“- 2X+2
4x- 7 7
b ———=0 b 4-7=0 b x=-—@75
X%- 2x+2 4@1

Dunqueil purto di intersezionesara | :g,zi
2
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